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Θεώξεκα Rolle 

         Έζηω ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην   

         θαη παξαγωγίζηκε ζην  κε  

         f f   , ηόηε ππάξρεη έλα  

         ηνπιάρηζηνλ  ,ώζηε ( )f 0 /
 

           Γεωκεηξηθή Εξκελεία  

         Όηαλ κηα ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί  

         ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο   

         Rolle ζε έλα δηάζηεκα  , ηόηε  

         ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ επζεία ( )  

         ε νπνία εθάπηεηαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε  

         ηεο f ζε εζωηεξηθό ζεκείν  ηνπ θαη  

         είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα x x  

 

          Rol  1     Πξόηαζε  

         Έζηω ζπλάξηεζε f παξαγωγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα   

         θαη ( )f 0x /
, γηα θάζε x , ηόηε ε f είλαη "1 1" ζην   

                                       ελδεηθηηθή απάληεζε 

         Αλ ε f  δελ είλαη "1 1" ζην  ηόηε ππάξρνπλ   

           Με  ώστε f f   , νπόηε από ην ζεώξεκα  

         ηνπ Rolle ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   

         ώζηε ( )f 0 /
, άηνπν .Οπόηε ε f είλαη "1 1" ζην   
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Θεώξεκα Μέζεο Τηκήο  

         Έζηω ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην   

         θαη παξαγωγίζηκε ζην  ,ηόηε  

         ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ   

         ώζηε
( ) ( )

( )
f f

f




 
 

 
/

 

 
           Γεωκεηξηθή Εξκελεία  

         Όηαλ κηα ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί  

         ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο   

         κέζεο ηηκήο ζε έλα δηάζηεκα   

         ηόηε ππάξρεη κηα ηνπιάρηζηνλ επζεία ( )  

         ε νπνία εθάπηεηαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζεηεο  

         f ζε εζωηεξηθό ζεκείν  ηνπ θαη είλαη  

          παξάιιειε ζηελ ρνξδή  

          όπνπ ( ( )),f   και ( ( )),f    
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To άθποισμα S τωνσςνελεστών είναι κTo [α,β] έσει μήκορ   μ=β-α

σωπίζοςμε το [α,β]   σε S=κ ίσα μέπη ,τo κάθε ένα έσει μήκορ
β-α

κ

d=α+μ
β-α

κ

 
         ΘΜΤ 1 

         Έζηω ζπλάξηεζε f ζπλερήοζην παξαγωγίζηκε ζην  .Να απνδείμεηε  

         όηη ππάξρνπλ  ,   ώζηε 3f ( 2f ( f (   / / /
 

                                                            ελδεηθηηθή απάληεζε 

         Η ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο ηηκήο ζην 

          ,άξα ππάξρεη ,ώζηε
( ) ( )

( )
f f

f




 
  

 
/ ( ) ( ) ( )f f f    /

 

         Η ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο ηηκήο ζην 

         ,άξα ππάξρεη ,ώζηε
( ) ( )

( )
f f

f




 
  

 
/ ( ) ( ) ( )2f f f   /

  

           νπόηε  ( ) ( ) ( ) ( )f 2f f f      / /
 

         Η ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηοηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο ηηκήο ζην  

         ,άξα ππάξρεη ,ώζηε
( ) ( )

( )
f f

f




 
  

 
/ ( ) ( ) ( )5f f f   /

,  

           νπόηε 3f ( 2f ( f (     

 

          Γεληθά   Όηαλ , ,  ζεηηθνί , κε     

          Έζηω ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην  παξαγωγίζηκε ζην  .Να απνδείμεηε  

          όηη ππάξρνπλ  ,     ώζηε f ( f ( f (       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

     Θ.Μ.Τ ζην [α,d] θαη ζην [d,β] 

 

To [1,6] έσει μήκορ   μ=6-1=5 To άθποισμα S τωνσςνελεστών είναι 5

σωπίζοςμε το [1,6]   σε S=5 ίσα μέπη , τo κάθε ένα έσει μήκορ 1
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         ΘΜΤ 2 

         Έζηω ζπλάξηεζε f ζπλερήο ζην θαη παξαγωγίζηκε ζην  . 

          f (    θαη f ( Να απνδείμεηε όηη ππάξρνπλ   

             ώζηε 
3 2

f ( f ( f (


 

  / / /
 

                                                            ελδεηθηηθή απάληεζε 

         Εδώ ρωξίδνπκε ην δηάζηεκα f ( f ( 2 12    ζε ίζα κέξε  

          ( ,   )  

 
 
 

         f ( f (    , νπόηε από ην ζεώξεκα ελδηάκεζωλ ηηκώλ  

         ππάξρεη  ώζηε f ( 8      

         Η ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο ηηκήο ζην 

         ,άξα ππάξρεη ,ώζηε
( ) ( ) 6 ( ) 2

( )
3

f f f
f



  

  
    

     

/
/

 

         άξα  
3

2( )f



 

/
 

 

         Η ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο ηηκήο ζην 

          ,άξα ππάξρεη ,ώζηε
( ) ( ) 4 ( ) 2

( )
2

f f f
f



  

  
    

     

/
/

 

         άξα 
2

2( )f

 


/
, νπόηε 

3 2 5

2( ) ( )f f
 

 / /
 

 

         Η ζπλάξηεζε f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο ηηκήο ζην 

         ,άξα ππάξρεη ,ώζηε ( )
( )

f ( ) f ( ) 10 1 1
f 2 =

5 2f

  
    

 

/
/

 

           Οπόηε 
3 2

f ( f ( f (


 

  / / /
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         ΘΜΤ 3 

         Έζηω f παξαγωγίζηκε ,f ( )x   /
,ηόηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη ην  

  
                                                            ελδεηθηηθή απάληεζε 
 

1.      ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην [ , ]x , άξα ππάξρεη 

              ( , )x  ώζηε
0f ( ) f ( )

f ( )
xx

x

 
    


/ f ( ) f ( ) ( )x x      

              όκωο [ ]lim ( )
x

x


   , άξα lim f ( )
x

x


   

 
 

2.      ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην [ , ]x  , άξα ππάξρεη 

              ( , )x  ώζηε
0f ( ) f ( )

f ( )
xx

x

 
    


/ f ( ) f ( ) ( )x x      

              όκωο [ ]lim ( )
x

x


   , άξα lim f ( )
x

x


   

 
 

3.      Η f είλαη ζπλερήο ζην  , άξα ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f είλαη ην   
 
 
 
4.      Πξνζνρή   
.  
         ●        Γηα λα κπνξνύκε λα γξάθνπκε x  πξέπεη x   

         ●        Γηα λα κπνξνύκε λα γξάθνπκε x  πξέπεη x  
 

         ●        Τν  είλαη ζπλάξηεζε ηνπ x  

 
 
                                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α σ ξ;

ξ σα
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         ΘΜΤ 4 

         Έζηω f κε ζπλερή δεύηεξε παξάγωγν ζην γηα ηελ νπνία ηζρύνπλ  

          f f f f      θαη
 
f f f f    

 

 Να απνδείμεηε όηη ε εμίζωζε f 0x   
έρεη κηα ηνπιάρηζηνλ ξίδα ζην 

 
                                                            ελδεηθηηθή απάληεζε 

1        ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην [ ,2] , άξα ππάξρεη 

                ( ,2)

   ώζηε f ( ) f (2) f ( )


   /

 

 

2.       ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην [ ,3] , άξα ππάξρεη 

              ( ,2)

   ώζηε f ( ) f (3) f (2)


  /

, f / ζπλερήο ζην ,[ ]
 
   θαη  

 

3.      f ( )f ( ) (f (2) f ( ))(f (3) f (2)) (f (1) f ( ))(f (3) f (2)) 0
 
          / /

 

              Οπόηε από ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη ( , )
  
    ώζηε )f 0


 /

 

 
 

4.       ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην [ ,4] , άξα ππάξρεη 

                ( ,4)

   ώζηε f ( ) f (4) f ( )


   /

 

         ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην [ ,5] , άξα ππάξρεη 

              ( ,5)

   ώζηε f ( ) f (5) f (4)


  /

, f / ζπλερήο ζην ,[ ]
 
   θαη                   

             f ( )f ( ) (f (4) f (3))(f (5) f (4)) (f (3) f ( ))(f (5) f (4)) 0
 
         / /

 

              Οπόηε από ην ζεώξεκα Bolzano ππάξρεη 
4

( , )
 
    ώζηε )f 0


 /

 

 
 

5.      ) )f 0 f
 

    / /
, ε f / ηθαλνπνηεί ηηο πξνππνζέζεηεο ηνπ ζεωξήκαηνο  

 Rolle ζην [ , ]
 
   , άξα ππάξρεη ( , )

  
    ώζηε )f 0


 //

   

 
 

Μπνξείηε λα ην ιύζεηε θαη κε Fermat θαη Rolle θαη όρη κόλν  
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         ΘΜΤ  5 

Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ζπλερή δεύηεξε  παξάγωγν ζην [ ]  κε  

 f( ) f( )    θαη ππάξρνπλ ( )  ,κε f( )f( ) 0    

 ηόηε λα απνδείμεηε όηη 

    ( ε1 )      Η εμίζωζε f 0x   έρεη ξίδα ζην ( )  

    ( ε2 )      Υπάξρνπλ δύν ηνπιάρηζηνλ ( )   ώζηε f ( )f ( ) < 0 // //  

    ( ε3 )      Η εμίζωζε f 0x  /
 
έρεη δύν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην ( )

 

                                                   ελδεηθηηθή απάληεζε 
 

                        Έζηω     θαη f( ) 0 f( )     

 

    ( ε1 )      f ( )f ( ) 0  
 
Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Bolzano  

                   ζην[ ]  , άξα ππάξρεη ( ) [ ]    ώζηεf 0  , ξίδα 

 

    ( ε2 )         
 

 

1                   ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην , άξα  

                        ππάξρεη 
   ώζηε =

f( ) f ( ) f( )
f ( ) 0



   
  

 
/

  

 

2                     ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην  , άξα  

                        ππάξρεη 
   ώζηε =

f ( ) f ( ) f( )
f ( ) 0



   
   

 
/

  

 

3                      ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην , άξα  

                        ππάξρεη 
   ώζηε =

f ( ) f ( ) f ( )
f ( ) 0



   
  

 
/

  

 

4                      ●   Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην  , άξα  

                        ππάξρεη 
   ώζηε =

f ( ) f ( ) f ( )
f ( ) 0



   
   

 
/
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5                     ●   Η f / ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην[ , ]
 
   , άξα  

                        ππάξρεη , )(
 

    ώζηε 
( )f f ( )

f ( ) 0 

 


  
  

 

/ /
//

  

 
 

6                     ●   Η f / ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην[ , ]
 
   , άξα  

                        ππάξρεη , )(
 

    ώζηε 
( )f f ( )

f ( ) 0 

 


  
  

 

/ /
//

  

 
 
 

7                      ●   Οπόηε f ( )f ( ) 0  // //
θαη f / / ζπλερήο άξα ηθαλνπνηεί ηηο  

                        πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Bolzano ζην ,[ ]  ,άξα ππάξρεη  

                           
2
( , )x    ώζηε 2

( )f 0x //

 
 
 
 
 
 

    ( ε3 )           f ( )f ( ) 0
 
  / /

  

θαη f / ζπλερήο άξα ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο  

                        ηνπ Θ.Bolzano ζην[ , ]
 
  , άξα ππάξρεη ,( )

  
   ώζηε f ( ) 0


 /

 

                       f ( )f ( ) 0
 
  / /

  

θαη f / ζπλερήο άξα ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο  

                        ηνπ Θ.Bolzano ζην[ , ]
 
  ,άξα ππάξρεη ,( )

  
   ώζηεf ( ) 0


 /

 

                    Άξα ε εμίζωζε f 0x  /
 
έρεη δύν ηνπιάρηζηνλ ξίδεο ζην ( )  
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         ΘΜΤ  6 

 Η ζπλάξηεζε f  έρεη γλεζίωο αύμνπζα παξάγωγν.Να απνδείμεηε όηη γηα  

θάζε , κε  ηζρύεη 
2

f f ( ) f ( )( )
      

                                                   ελδεηθηηθή απάληεζε 
 

1        Η ζπλάξηεζε f  ηθαλνπνηεί ηηο πξππνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην 
2


  , άξα  

 ππάξρεη 
2

( )



  , ώζηε 2

2

f ( ) f ( )
f ( )




 

 


/  

 

2       Η ζπλάξηεζε f  έηθαλνπνηεί ηηο πξππνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην 
2



  , άξα  

 ππάξρεη ,
2

( )



  , ώζηε 2

2

f ( ) f ( )
f ( )




 

 


/  

 

3        f ( ) f ( )
   
      / / 2 2

2 2

f ( ) f ( ) f ( ) f ( )
 

   
 

 
 

2 2 2
f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) 2f ( ) f ( ) f ( )
  

            

 

 Άζθεζε 

 Να απνδείμεηε όηη  
3 2

22 11 11
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         ΘΜΤ       7 

Η ζπλάξηεζε f  έρεη γλεζίωο αύμνπζα παξάγωγν.Να απνδείμεηε όηη   

θάζε επζεία πνπ εθάπηεηαη ζηε γξαθηθή  παξάζηαζε ηεο f έρεη κε  

απηή κόλν έλα θνηλό ζεκείν  

                                                   ελδεηθηηθή απάληεζε 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Έζηω ,f ( )   ην ζεκείν επαθήο ηεοκε ηε γξαθηθή  παξάζηαζε  

ηεο f  ηόηε  f ( )  / , αλ ε έρεη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f  

εθαη άιιν θνηλό ζεκείν ,f ( )   , ηόηε 
f ( ) f ( )


  

 


 

 ε f ίθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ Θ.Μ.Τ ζην άξα ππάξρεη   

 ώζηε 
f ( ) f ( )

f ( ) f ( )
  

   


/ /
 , άηνπν γηαηί ε f / είλαη γλεζίωο αύμνπζα  

Β

Α

βα

(ε)


