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         ΘΕΜΑ  5       

                    Η ζπλάξηεζε f : (0, )   είλαη ηξεηο θνξέο παξαγωγίζηκε ζην   

                    
(3)f ( ) 0x  , γηα θάζε x , άμνλαο x x δελ είλαη νξηδόληηα αζύκπηωηε ηωλ   

                    
f f f
, ,C C C

/ //
θαη 

6f ( )f ( )f ( ) 18x x x x/ //
 ( 1 ) , γηα θάζε x                      

                   ( ε 1 )     Να απνδείμεηε όηη ε f  δελ έρεη νύηε αθξόηαηα θαη νύηε ζεκεία θακπήο  

                   ( ε 2 )     Να απνδείμεηε όηη ε  f /  δελ έρεη νύηε αθξόηαηα θαη νύηε ζεκεία θακπήο 

                   ( ε 3 )     Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηελ θπξηόηεηα   

                   ( ε 4 )     Αλ επηπιένλ ε f είλαη πνιπωλπκηθή κε αθέξαηνπο κε αξλεηηθνύο  

                                 ζπληειεζηέο θαη f (1) 2f (1) 6f (1) // /
,ηόηε λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f   

                                                  ελδεηθηηθή απάληεζε 

                   ( ε 1 )     Αλ ε f έρεη  αθξόηαην ζην   , ηόηε f ( ) 0 /
 άηνπν  

                                 Αλ ε f έρεη  ζεκείν θακπήο ζην   ηόηε f ( ) 0 //
 άηνπν 

                   ( ε 2 )     Αλ  ε  f / έρεη αθξόηαην ζην  , ηόηε f ( ) 0 //
 άηνπν   

                                  Αλ  ε  f / έρεη ζεκείν θακπήο ζην  , ηόηε 
(3)f ( ) 0   άηνπν   

                   ( ε 3 )     Οη ζπλαξηήζεηο f ,f ,f/ //
 είλαη ζπλερείο θαη δε κεδελίδνληαη ζην   

                                  νπόηε ε θάζε κία δηαηεξεί ζηαζεξό πξόζεκν ζην   

                                  ●  Έζηω f ( ) 0,f ( ) 0, f ( ) 0x x x  / //
, ηόηε f]θαη f /] ζην   

                    Με 
f
1 f ( ) f (1)x x  
]

. Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ  

                                       Θ.Μ.Τ ζην [1, ]x , άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ (1, )x ,ώζηε 

                                      
f ( ) f (1)

f ( )
1

x
x


 


/
, 

f
1 f ( ) f ( ) f ( )x x      

/
/ / /

]
, νπόηε 

                                      
f ( ) f (1)

f ( ) f ( ) ( 1)f ( ) f (1)
1

x
x x

x


      


/ /
 

                                    lim [( 1)f ( ) f (1)]
x

x


    /
, γηαηί f ( ) 0 /

, άξα  

                                     lim f ( )
x

x


  , άηνπν γηαηί f ( ) 0x   
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                             ●  Έζηω f ( ) 0,f ( ) 0, f ( ) 0x x x  / //
, ηόηε f1θαη f /] ζην   

                                          Με 
f
1 f ( ) f (1)x x  
1

. Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ  

                                       Θ.Μ.Τ ζην [1, ]x , άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ (1, )x ,ώζηε 

                                      
f ( ) f (1)

f ( )
1

x
x


 


/
, 

f
1 f ( ) f ( ) f ( )x x      

/
/ / /

]
, νπόηε 

                                      
f ( ) f (1)

f ( ) f ( ) ( 1)f ( ) f (1)
1

x
x x x

x


     


/ /
, f /] , άξα 

                                    lim f ( )
x

x


 /
, άηνπν  , γηαηί f ( ) 0x /

 

                           άξα lim f ( )
x

x


/
, αλ  , ηόηε ε y 0 αζύκπηωηε  

                           άηνπν , άξα lim f ( )
x

x


 /
, νπόηε lim f ( )

x
x


   

                           γηαηί lim [( 1)f ( ) f (1)]
x

x x


   /
, άηνπν , γηαηί f ( ) 0x   

                                  ●  Έζηω f ( ) 0,f ( ) 0, f ( ) 0x x x  / //
, ηόηε  f /1  ζην   

                                       Με 
f
1 f ( ) f (1)x x  
/

/
]

. Η f /
 
ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ  

                                       Θ.Μ.Τ ζην [1, ]x , άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ (1, )x ,ώζηε 

                                      
f ( ) f (1)

f ( )
1

x
x


 


/ /
//

, 
f

1 f (1) f ( ) f ( )x x     
//

// // //
1

 

                                       νπόηε  
f ( ) f (1)

f ( ) f ( ) ( 1)f ( ) f (1)
1

x
x x

x


      


/ / // / //
 

                                  Όκωο lim [( 1)f ( ) f (1)] lim f ( )
x x

x x
 

     // /
 

                                  άηνπν, άξα f ( ) 0,f ( ) 0x x /
θαη f ( ) 0x //

 

                                  νπόηε ε  f είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη θπξηή 

                   ( ε 4 )      Έζηω v ν βαζκόο ηνπ f ( )x , ηόηε ν βαζκόο ηνπ f ( )x/ είλαη 1v  

                                  θαη  2v  ν βαζκόο ηνπ f ( )x//
, νπόηε ν βαζκόο ηνπ f ( )f ( )f ( )x x x/ //

 

                                  είλαη 3 3v , άξα 3 3 6 3v v    , άξα 
3 2f ( )x x x x     

                                  
2f ( ) 3 2x x x    /

θαη f ( ) 6 2x x   //
 

 18f (1) 18 f (1) 1    , νπόηε f (1) 3/
θαη f (1) 6//

, άξα 
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 1  ( 1 )  2 3    ( 2 ) 3  ( 3 ) 

 Από ηηο ( 2 ), ( 3 ) έρνπκε 
(1)

0 1 1 0       

                                  1 0 0 1 0 0       , άξα 
3f ( )x x  

 

  

 


