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         ΘΕΜΑ 37 

  Δίνεηαι η ζςνάπηηζη f , παπαγωγίζιμη ζηο  , 1  και για κάθε  

  x ιζσύει όηι : 
2 2 3( )f ( ) ( )f ( )x x x x x x   /

( 1 ),    

  ( ε 1 )     Να αποδείξεηε όηι η  ζςνάπηηζη f / είναι ζςνεσήρ ζηο  

  Αν οι γπαμμέρ I , II  ηος ζσήμαηορ  

  είναι οι γπαθικέρ παπαζηάζειρ ηων  

  ζςναπηήζεων f , f / και η f / έσει 

  ζςνεσή παπάγωγο ζηο , ηόηε  

 ( ε 2 )      Να ανηιζηοισίζεηε ηιρ  

                γπαμμέρ I , II με ηιρ  
f f
,C C /

 

                 δικαιολογώνηαρ πλήπωρ ηην  

                 απάνηηζη ζαρ 

  ( ε 3 )     Να βπείηε ηην ηιμή f (0)//
και να αποδείξεηε όηι ςπάπσει    

                ώζηε f ( ) f ( )  //
 

  ( ε 4 )     Να αποδείξεηε όηι η ζςνάπηζη f / / είναι πεπιηηή και να ςπολογίζεηε  

                 ηο f ( )dx x



  

  ( ε 5 )     Αν επιπλέον ιζσύει όηι 
2 2 2 2e f e 1 f e 1 2( ) ( )  /

, ηόηε  

                 βπείηε ηον ηύπο ηηρ ζςνάπηηζηρ f  

ενδεικηική απάνηηζη 

  ( ε 1 )     Από ηην ( 1 ) για 0 f (0) 0x    και για 0x  έσοςμε όηι 

                
2

2

f ( )
f ( ) x

x

x
x x




 /
, 

0

f ( )
lim f (0)
x

x
x

 /
και 

2

20
lim 0
x

x
x




  

                 οπόηε 
0

lim f ( ) f (0)
x

x


/ /
και f / ζςνεσήρ ζηο 

*
, ωρ αποηέλεζμα  

                 ππάξεων μεηαξύ παπαγωγίζιμων ζςναπηήζεων ,άπα η ζςνάπηηζη  

                f / είναι ζςνεσήρ ζηο  
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( ε 2 )       Αν η γπαμμή Iανηιζηοισεί ζηη 

                
f
C ηόηε η II ανηιζηοισεί ζηη 

f
C /

  

                 Όμωρ f /1  ζηο ( ,0) ,άπα  

                 η 
f
C είναι κςπηή ζηο ( ,0)  

                 άηοπο , οπόηε  η γπαμμή I  

                 ανηιζηοισεί ζηη 
f
C /

 και η γπαμμή II  

                 ανηιζηοισεί ζηη 
f
C  

 

  ( ε 3 )    ●   f (0)//
 

0

f ( ) f (0)
f (0) lim

x

x
x




/ /
//

, οπόηε  

                
2 3 2

2 20

( )f ( ) ( )f (0)

( )
f (0) lim

x

x x x x x

x x

   




///
, 
DLH

  

                   
2 2 2

2 30

2 f ( ) ( ) (3 )f (0)

2 ( ) 4

f ( ) 3
f (0) lim

x

x x x x x

x x x

x


    

 




/ /
//

DLH

  

                   
2

2 2 20

2f ( ) 2 f ( ) 2 ( ) 6 f (0)

2( ) 12

f ( ) f ( ) 6
f (0) lim

2x

x x x x x x x

x x

x x

x

   

 

  




/ / // /
//

 

                   
f (0)

f (0) f (0) 0
2

  
//

// //
 

 ●   Από ηο ζσήμα έσοςμε f (0) f (0)/
 και f ( ) f ( )  /

,οπόηε  

                 η ζςνάπηηζη g , με ( ) f ( ) f ( )g x x x /
ικανοποιεί ηιρ πποϋποθέζειρ  

                 ηος Θ.Rolle ζηο [0, ] , άπα ςπάπσει (0, )   , ώζηε ( ) 0g  /
    

                    f ( ) f ( )  //
 

  ( ε 4 )     ●   Από ( 1 )
0

2
2 2 2

f ( ) f ( ) f ( )
ln( )( ) ( )

x x x x x x
x

xx x

   
    



/
/ /

  

 άπα 
2

2

f ( )
ln( )

x
x

x


    , 

0

f ( )
lim f (0) 0
x

x

x
 /

 

 άπα 
2

2
f ( ) ln( )x x x


  , f πεπιηηή  οπόηε f / / και f ( )d 0x x
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  ( ε 5 )     
2

2 2
22 2

f ( ) ln( ) f ( ) ln( )
x

x x x x x
x

  
     



/
, για  

                0 f (0) ln ln 0 1x      /
, οπόηε  

                
2

2
f ( ) ln( )x x x


  και 

2
2

22
f ( ) ln( )

x
x x

x

 
  



/
 

 

 
2 2 2f e 1 (e 1)( )     και 

2 2 2 2e f e 1 f e 1 2( ) ( )  /
 

 

                
2 2 2 2 2 21 1e f e 1 f e 1 (2e ) (e )( ) ( )        / /

 

 

                 
2 2 21 1(2e ) (e ) 2       

                
2 2 21 1(e ) (2e ) 2 0 2        

                 Άπα 
2f ( ) ln( )x x x   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  


