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         ΘΕΜΑ 29 

   Δίνεηαι  η  ζςνάπηηζη f  : (0, ]   , με f ( ) x xx x


  
  ( ε 1 )     Να  μελεηήζεηε ηην f ωρ ππορ ηη μονοηονία  

  ( ε 2 )     Να βπείηε ηο ζύνολο ηιμών ηηρ f  

  ( ε 3 )     Να  μελεηήζεηε ηην f ωρ ππορ ηην κςπηόηηηα  

  ( ε 4 )     Να  αποδείξεηε όηι ςπάπσει μοναδικό  , ώζηε  

                2f ( )x /
, για κάθε x  

ενδεικηική απάνηηζη 

  ( ε 1 )     
2

f ( ) f ( )
x x x x x

x xx x


   
 /

 

                Έζηω  ,με   ( )x x x x    , για κάθε [0, ]x   

 ( ) 0x x x   /
, για κάθε [0, ]x  1, με0 x    

 ( ) f ( ) 0 fx x   / 1 

  ( ε 2 )     Το ζύνολο ηιμών ηηρ είναι 
0

f ( ) ( lim f ( ),f ( )] (0,1]
x

x


     

  ( ε 3 )     
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//

, έζηω ζςνάπηηζη    με  

                ( ) 2 2x x x x x x       , για κάθε [0, ]x   

                ( )x x x  /
, για κάθε [0, ]x  . ( ) 0, (0, 2)x x   / /  

                 Άπα 1 , ζηο [0, 2] / και ( ) 0, ( 2, )x x    / / , άπα  

                    ], ζηο [ 2, ] /  (0) 0  , 2
4

( ) 2 0


    /  

                 Άπα ( ) 0x  , (0, 2]x  / . ( ) 2 0    , Bolzano , ςπάπσει  

                ( 2, )  / , ώζηε ( ) 0   και  μοναδικό , ζηο [0, ] , ( ) 0    

                 οπόηε  2 2 0     

                 άπα 2 2        

                 ( ) 0x  , για κάθε [ 2, )x  / και ( ) 0x  , για κάθε ( ]x           
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                 Τελικά ( ) 0x  , για κάθε (0, ) f ( ) 0x x   //
άπα f κςπηή  

                 και ( ) 0x  , για κάθε ( ) f ( ) 0x x   //
 άπα f κοίλη 

 
 

  ( ε 4 )     Η f / για x  έσει μέγιζηο με ηιμή 
2

f ( )
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