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Ε1     Έζηω ζςνάπηηζη f παπαγωγίζιμη ζηο , f (0)  

          και για κάθε x ιζσύοςν f ( ) f ( ) f ( )x x x  // /
  

      f ( )x   

     ( ε 1 )    Να βπείηε ηην ηιμή ηηρ f / / στο 
0
0x     

     ( ε 2 )    Να βπείηε ηον ηύπο ηηρ  f  

ενδεικηική απάνηηζη     

     ( ε 1 )    Για κάθε x ιζσύει 
0

f ( ) f (0)
x

x


   

                   f (0)  , οπόηε f ( ) f (0)x  , για κάθε x  

                    άπα από  Θ .Fermat f (0) 0/
 

                    f (0) f (0) f (0) f (0) 0   // / //
 

     ( ε 2 )     f ( ) f ( ) f ( ) 0x x x  // /
,άπα f ( ) f ( ) 0x x // /

 

                   e f ( ) e f ( ) 0 (e f ( )) 0x x xx x x   // / / /
 

                    Έζηω g , με ( ) e f ( )xg x x /
, ( ) 0g x /

 

                   Με 0 ( ) 0 f ( ) 0 f ( ) f (0)x g x x x      /
 

                   Με 0 ( ) 0 f ( ) 0 f ( ) f (0)x g x x x      /
 

                   Σελικά f ( ) f (0)x   , άπα f ( )x   
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Ε2     Έζηω ζςνάπηηζη f παπαγωγίζιμη ζηο , f (1) 1  

          και για κάθε x ιζσύει  f ( )f (2 ) C 0x x  /
 ( 1 ) 

 (ε 1)  Να βπείηε ηη θέζη ηηρ 
f
C ωρ ππορ ηον x x  

 (ε 2)  Να αποδείξεηε όηι η f / είναι ζςνεσήρ και "1 1"  

 (ε 3)  Να αποδείξεηε όηι η f είναι γνηζίωρ μονόηονη  

 (ε 4)  Αν f (1) 1 C// / , ηόηε να βπείηε ηον ηύπο ηηρ f  

ενδεικηική απάνηηζη     

 (ε 1) f ζςνεσήρ και f ( ) 0x  , για κάθε x , άπα  

                             διαηηπεί ζηαθεπό ππόζημο με f (1) 1 ,οπόηε  

                             f ( ) 0x  , για κάθε x , άπα η 
f
C είναι πάνω  

                             από ηον άξονα x x  

  (ε 2)  Από ( 1 )  
2

C Cf (2 ) f ( )
f ( ) f (2 )

x x
x x

x x

 
   


/ /

                              

                             άπα η f / είναι ζςνεσήρ . 

                              Αν η f δεν είναι "1 1"  , ηόηε ςπάπσοςν   

                             Με  ώζηε
Rolle

f ( ) f ( ) f ( ) 0      /
  

                             f (2 )f ( ) 0   /
άηοπο ,άπα η f  είναι "1 1"   

                             οπόηε και η f / είναι  "1 1"  

 (ε 3)  Από ( 1 )  
2

Cf (2 )f ( )
x x

x x
 
  /

  ( 2 )   

                             f
/
ζςνεσήρ και f ( ) 0x /

, για κάθε x , άπα  

                             διαηηπεί ζηαθεπό ππόζημο , οπόηε η f είναι γνηζίωρ  

                             μονόηονη ζηο x  
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 (ε 4)  Αθαιπούμε ηιρ ( 2 ) , ( 1 ) οπόηε έσοςμε 

                                 f (2 )f ( ) f ( )f (2 ) 0x x x x   / /
 

                                 f (2 )f ( ) f ( )(f (2 )) 0x x x x   / /
 

                                 
1

0 0
(f (2 )f ( )) 0 f (2 )f ( ) C C 1

x
x x x x


      /

 

 άπα 1
f ( )

f (2 )f ( ) 1 f (2 )
x

x x x     και από ( 2 ) 

 
f ( )

C (ln f ( )) C lnf ( ) C
f ( )

x
x x x

x
     

/
/

 

                             
1

C CC lnf ( ) C C f ( ) e
x

xx x x


       

                                  άπα 
1

C C 2 C Cf ( ) Ce f ( ) C e
x

x xx x


    / //
 

                                  
1

2 11
C C 1 f ( ) e

C

x
xx
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          Ε3    Έζηω η γνηζίωρ αύξοςζα ζςνάπηηζη
 
f , παπαγωγίζιμη  

                    ζηο  για ηην οποία ιζσύει f ( )f (2 )x x /
(1) ,για κάθε  

                   x  και  ,  ηα ζύνολα ηιμών  ηων f ,f / ανηίζηοισα με 

  
  

( ε 1 )     Να μελεηήζεηε ηην f ωρ ππορ ηην κςπηόηηηα  

( ε  2 )    Να αποδείξεηε όηι ςπάπσοςν δύο ηοςλάσιζηον   

              ώζηε f ( ) 1 f ( )   /  

( ε  3 )    Αν 
1f (0) e και f (1) 1 , ηόηε να βπείηε ηον ηύπο ηηρ f  

ενδεικηική απάνηηζη 

( ε 1 )     Από (1)
 
f ( )f (2 )x x /

.(2)
 
, f1 ,άπα f ( ) 0x /

 
              οπόηε και f ( ) 0x  , για κάθε x  

               Η ζςνάπηηζη  , με ( ) 2x x    είναι γνηζίωρ θθίνοςζα ,  

               άπα η ζςνάπηηζη of είναι γνηζίωρ θθίνοςζα και από ηη  

               ζσέζη (2) f ( )
f (2 )

x
x


/

 , οπόηε η f /  είναι γνηζίωρ  

               αύξοςζα , άπα η ζςνάπηηζη f είναι κςπηή ζηο  

( ε  2 )    Η εςθεία ( ) : y f (1) f (1)( 1)x   /
εθάπηεηαι ζηη 

f
C  , άπα  

             f ( ) f (1)( 1) f (1)x x  /
, lim (f (1)( 1) f (1))
x

x


  /
 

              απα  
(1) 1

lim f ( ) lim f (2 ) lim 0
f ( )x x x

x x
x  

   /
 

              2 ux  , με ux   , άπα 
u
lim f (u) 0


/
 

               Η f είναι ζςνεσήρ και γνηζίωρ αύξοςζα και f ( ) 0x /
, άπα  

            lim f ( )
x

x
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               ●  Αν lim f ( )
x

x


 , ηόηε 
u
lim f (u)


 /
, άπα  

                    ,
 1  ,οπόηε  ςπάπσοςν ώζηε  

                   f ( ) 1 f ( )   /  

              
●   Αν

 
lim f ( )
x

x


  ,ηόηε 
u

1
lim f (u)





/
 

 οπόηε ( )  και 1(0, )   

  

                   Έζηω  ηόηε 1 1    οπόηε                          ,άηοπο 

                    άπα 1 1  , οπόηε 1 και 1 ,άπα  

                    ςπάπσοςν ώζηε f ( ) 1 f ( )   /  

         ( ε  3 )         f ( )f (2 )x x / f ( )f (2 )x x /
, αθαίπεζη καηά  

                μέλη  f ( )f (2 ) f (2 )f ( ) 0x x x x    / /
 

              (f (2 )f ( )) 0x x   /
    

               C
f ( )

f (2 )f ( ) C f (2 )
x

x x x     , ανηικαηάζηαζη  

                ζηην (2),  οπόηε 
f ( )
f ( )

1
C C

(ln f ( )) ( )
x
x

xx   
/ / /

 

                 
0C

lnf ( ) Cxx   , 1f (0) e και f (1) 1
 

                
άπα 

1f ( ) exx   
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          Ε4    Έζηω  ζςνάπηηζη
 
f , παπαγωγίζιμη  ζηο (0, )   

                   και για κάθε x ,ιζσύει  1f ( )f ( )xx vx/
(1 ), όπος  

                   v  και f (1)    

         (ε 1)  Να μελεηήζεηε ηην f ωρ ππορ ηην μονοηονία  

(ε 2)  Να βπείηε ηον ηύπο ηηρ f  

ενδεικηική απάνηηζη 

         (ε 1)  Από ηην (1 ) f ( ) 0x  , οπόηε f ( ) 0x  , άπα 1f ( )x
/

, οπόηε  

                   η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο   

(ε 2)  Από (1 ) 
1

1 1f ( )f ( )
x x

x xx v


 
/

/
 (2). 

          Από (1 ) 
2

11 1f ( )f ( )x xx
x v   /

 

            1 1f ( )(f ( ))x xx v  /
(3)..Πποζθέηοςμε ηιρ  (2),(3). 

         1 1 1f ( )f ( ) f ( )(f ( )) 0 (f ( )f ( )) 0x x xx x x   / / /
, οπόηε  

         1 1f ( )f ( ) C C f ( )
f ( )

x

x xx
x


 


    ,ανηικαθιζηούμε   

          ζηην (2) (lnf ( )) ( ln ) lnf ( ) ln Cvx v x x x   / /
 

          άπα lnf (1) ln1 C C lnf ( )v     , οπότε  

           lnf ( ) ln ln ln f ( )v v vx x x x x        

 

 

 

 

 



 
      ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ  

ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                        7                                  Γ-ΛΤΚΕΙΟΤ 

         ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ                                              Κωνζηανηίνος . Κ . Υ 
     ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                  7                       Γ-ΛΤΚΕΙΟΤ          
                                                                                               
 
 

 

          Ε5    Έζηω  ζςνάπηηζη
 
f , παπαγωγίζιμη  ζηο f (0) 0 f (0)  /

 

          για κάθε x ιζσύει f ( ) f ( ) 0x x  /
(1 ) 

          Να βπείηε ηον ηύπο ηηρ ζςνάπηηζη
 
f    

ενδεικηική απάνηηζη 

        ηην (1 ) ανηικαηάζηαζη ηος  x με x , οπότε ανηικαηάζηαζη          

         f ( ) f ( ) 0 f ( ) f ( ) 0x x x x        / / //
η( 2 ) , από  

          (1 ), ( 2 ) με ππόζθεζη καηά μέλη f ( ) f ( ) 0x x //
 και ΓΠ1 

          Ε6    Έζηω  ζςνάπηηζη
 
f , παπαγωγίζιμη  ζηο f (0) 0 f (0)  /

 

          για κάθε x ιζσύει f ( ) f ( ) 0x x  /
(1 ) 

          Να βπείηε ηον ηύπο ηηρ ζςνάπηηζη
 
f    

ενδεικηική απάνηηζη 

        ηην (1 ) ανηικαηάζηαζη ηος  x με x , οπότε ανηικαηάζηαζη          

         f ( ) f ( ) 0 f ( ) f ( ) 0x x x x        / / //   

          f ( ) f ( ) 0x x     / //
 ( 2 ) , από (1 ), ( 2 ) με  

          ππόζθεζη καηά μέλη f ( ) f ( ) 0x x  //
 και Γ 

          Ε7    Έζηω ζςνάπηηζη f , παπαγωγίζιμη ζηο f (0) 0 , f (0) 1/
 

          Και για κάθε x ιζσύει 
2

f ( ) f ( ) 0x x  /
(1 ) 

          Να αποδείξεηε f ( )x x    

ενδεικηική απάνηηζη 

        ηην (1 ) ανηικαηάζηαζη ηος  x με 
2
x  , οπότε         

         
2 2

f ( ) f ( ) 0 f ( ) f ( ) 0x x x x       / / //
( 2 ) , από  

          (1 ), ( 2 ) με αθαίπεζη καηά μέλη f ( ) f ( ) 0x x //
 και ΓΠ2 

           

 


