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         ΘΕΜΑ  16                                             

               Δίλεηαη ε ζπλάξηεζε f : [0, )   , γηα ηελ νπνία ηζρόπλ  

              ●       
2f ( )f ( ) (f ( ))x x x / //

 

( 1 ) , γηα θάζε x , 0   

              ●       f (0) 1 f (0)  //
 

              ●        Η εμίζωζε f ( ) 0x   έρεη ην πνιύ κηα ξίδα ζην   

              ( ε 1 )      Να απνδείμεηε όηη ε f /  είλαη "1 1"  

              ( ε 2 )      Να κειεηήζεηε ηελ f ωο πξνο ηε κνλνηνλία  

              Αλ εεπζεία ( ) : y 1x   εθάπηεηαη ζηε 
f
C ζην ζεκείν κε  

               ηεηκεκέλε 
0
0x  , ηόηε  

              ( ε 3 )      Να απνδείμεηε f ( )x x , γηα θάζε x  

                             θαη λα βξείηε ην ζύλνιν ηηκώλ ηεο f  

              ( ε 4 )      Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f  

ελδεηθηηθή απάληεζε 

              ( ε 1 )      Έζηω όηη  ε f /  δελ είλαη "1 1" , ηόηε ππάξρνπλ  

                             δύν ηνπιάρηζηνλ  , κε  ώζηε f ( ) f ( )    

                             άξα από ην Θ .Rolle ππάξρεη ( )  ώζηε f ( ) 0 //
 

                             νπόηε f ( ) 0  επνκέλωο,  ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο 

                            f ( ) 0x   

                             Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο  

                             ηηκήο ζην [0, ] , άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ (0, )   

                             
f ( ) f (0) 1

f ( ) 0





   
 

/
 θαη 

1
f ( ) 0  


/

 

 f ( )f ( ) 0  / /
, νπόηε από Θ. Bolzano ππάξρεη 

0
(0, )x    

                             ώζηε 
0 0

f ( ) 0 f ( ) 0x x  /
, άηνπν  νπόηε ε ζπλάξηεζε 

                            f /   είλαη "1 1"   

                             
 
 



           Γ-ΛΥΚΕΙΟΥ                                             2                                                                    
           Μαζεκαηηθά  Πξνζαλαηνιηζκνύ                                                                   Λπκέλα                                
                                                                                                                                   Θέκαηα    

         Γ-Λπθείνπ                           Λπκέλα Θέκαηα        
         Μαζεκαηηθά Πξνζαλαηνιηζκνύ          2                            Κωλζηαληίλνπ . Κ . Χ  
 

 

              ( ε 2 )     Έζηω   ώζηε f ( ) 0 /
, ηόηε f ( ) 0  επνκέλωο 

                              ε κνλαδηθή ξίδα ηεο εμίζωζεο f ( ) 0x   

                              Η f ηθαλνπνηεί ηηο πξνϋπνζέζεηο ηνπ ζεωξήκαηνο κέζεο  

                             ηηκήο ζην [0, ] , άξα ππάξρεη έλα ηνπιάρηζηνλ (0, )   

                             
f ( ) f (0) 1

f ( ) 0





   
 

/
 θαη 

1
f ( ) 0  


/

 

 f ( )f ( ) 0  / /
, νπόηε από Θ. Bolzano ππάξρεη 

0
(0, )x    

                             ώζηε 
0 0

f ( ) 0 f ( ) 0x x  /
, άηνπν  νπόηε f ( ) 0x /

  

                             θαη f / κε 
1

f ( ) 0  


/
 , άξα f ( ) 0x /

, γηα θάζε x  

 
2(f ( ))

f ( ) 0
f ( )

x
x

x
 


//
/

 , άξα  f / /  ζπλερήο  

                             Οπόηε ε f είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη θπξηή ζην   

                             Αλ εεπζεία ( ) : y 1x   εθάπηεηαη ζηε 
f
C ζην ζεκείν κε  

                             ηεηκεκέλε 
0
0x  , ηόηε  

              ( ε 3 )      Η f είλαη θπξηή θαη ε ( ) : y 1x    εθάπηεηαη ζηε 
f
C

 

                             
άξα  f ( ) 1x x x   , γηα θάζε x  

                             Η f είλαη γλεζίωο αύμνπζα θαη ζπλερήο   , νπόηε  

                             f ( ) [f (0), lim f ( ))
x

x


  , f (0) 1 θαη lim ( 1)
x

x


    

                             άξα lim f ( )
x

x


  , νπόηε f ( ) [1, )    

 
 
 
 

 

 



           Γ-ΛΥΚΕΙΟΥ                                             3                                                                    
           Μαζεκαηηθά  Πξνζαλαηνιηζκνύ                                                                   Λπκέλα                                
                                                                                                                                   Θέκαηα    

         Γ-Λπθείνπ                           Λπκέλα Θέκαηα        
         Μαζεκαηηθά Πξνζαλαηνιηζκνύ          3                            Κωλζηαληίλνπ . Κ . Χ  
 

 

              ( ε 4 )     
1

f ( ) 


/
  θαη  f ( ) 1 /

 , άξα 1   ,  νπόηε γηα θάζε  

                            x  είλαη 
 

2 f ( ) f ( )
f ( )f ( ) (f ( )) 0

f ( ) f ( )

x x
x x x

x x
   

/
/ //

//  

                             Έζηω 
f ( )

1
f ( )

x

x


/

 ( 2 ) , ηόηε θαη 
f ( )

1
f ( )

x

x


//
 ( 3 )  

                             Από ( 2 ) f ( ) f ( ) 0 (e f ( )) 0xx x x   / /
 , νπόηε  

                             ε ζπλάξηεζε  ,κε ( ) e f ( )xx x   είλαη γλεζίωο αύμνπζα 

                             ζην  ,κε  0 ( ) (0) 1x x    , γηα θάζε x  

                             νπόηε f ( ) exx  , , γηα θάζε x  

 

                             Από ( 3 ) f ( ) f ( ) (f ( ) f ( )) 0x x x x   // / /
 , ζεωξνύκε  

                             ηε ζπλάξηεζε νπόηε  , κε ( ) f ( ) f ( )x x x  /
 , (0) 2   

                             νπόηε ( ) ( ) 0 (e ( )) 0xx x x     / /
, άξα ε ζπλάξηεζε  

                            1 , κε 1( ) e ( )xx x   ,είλαη γλεζίωο θζίλνπζα  ζην   

                             κε 0x   1( ) 1(0) 2 e ( ) 2 ( ) 2ex xx x x         

                             νπόηε  
2f ( ) f ( ) 2e (e f ( ) e ) 0x x xx x x   / /

, άξα  

                             ε ζπλάξηεζε  , κε 
2( ) e f ( ) ex xx x   είλαη γλεζίωο θζίλνπζα 

                              κε 0x  2 0( ) (0) 0 e f ( ) ex xx x        

                             f ( ) exx   , άξα f ( ) exx   

                             Όκνηα ,  όηαλ   
f ( )

1
f ( )

x

x


/

 ( 4 ) , ηόηε θαη 
f ( )

1
f ( )

x

x


//
 ( 5 )  

  

  


