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         ΘΕΜΑ  14                                                  

          Δίνεηαι η μη ζηαθεπή και παπαγωγίζιμη ζηο 1  ζςνάπηηζη  

         f : (0, )   ,για ηην οποία ιζσύει όηι  

         f ( y) f ( )f (y)x x  ( 1 ) , για κάθε , yx   και η εςθεία  

         ( ) : y 3 2x   εθάπηεηαι ζηη 
f
C  

          (ε 1 )      Να αποδείξεηε όηι f ( ) 0x  ,  για κάθε x  

          (ε 2 )      Να αποδείξεηε όηι η f  είναι ζςνεσήρ  ζηο   

          (ε 3 )      Να αποδείξεηε όηι η f  είναι παπαγωγίζιμη  ζηο   

          (ε 4 )      Να μελεηήζεηε ηη ζςνάπηηζη f  ωρ ππορ ηη μονοηονία  

          (ε 5 )      Να μελεηήζεηε ηην f ωρ ππορ ηην κςπηόηηηα  
                                              ενδεικηική απάνηηζη  

          (ε 1 )      Έζηω  , ώζηε f ( ) 0  , ηόηε από ηην ( 1 ) για y   

                        και xx   έσοςμε f ( ) 0x    , για κάθε x , άηοπο 

 άπα f ( ) 0x  ,για κάθε x  

                        από ηην ( 1 ) για y x έσοςμε 
2 2f ( ) f ( ) 0

x x
x x


    

                        f ( ) 0
x x

x

  ,,για κάθε x  

          (ε 2 )      Η f είναι παπαγωγίζιμη ζηο 
0
1x  , άπα είναι ζςνεσήρ  

                        ζηο 
0
1x  , οπόηε 

1
limf ( ) f (1)
x

x


  ( 2 )  

                        από ηην ( 1 )
 

1 y
f (1) f (1)f (1) f (1) 0

x 
    ή f (1) 1  

                        Έζηω f (1) 0 , από ηην ( 1 )
 

y 1
f ( ) 0x


   , άηοπο  

                        άπα f (1) 1  ,    από ηην ( 2 )
 
  

1
limf ( ) 1
x

x


          

 Έζηω   και u ux x    , όηαν x ,ηόηε u 1                   

                        οπόηε 
(1)

u 1 u 1
lim f ( ) lim f (u ) lim(f (u)f ( )) f ( )
x

x
  

       

        άπα η f  είναι ζςνεσήρ  ζηο   
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          (ε 3 )      Η f είναι παπαγωγίζιμη ζηο 1 ,
1

f ( ) 1
f (1) lim

1x

x
x





/

 

                        Έζηω   και u ux x    , όηαν x ,ηόηε u 1    

 άπα 
(1)

u 1 u 1

f ( ) f ( ) f (u ) f ( ) (f (u) 1)f ( )
lim lim limu (u 1)x

x
x  

      
    

 

 άπα 
u 1

f ( ) f ( ) (f (u) 1)f ( ) f ( )
lim lim f (1)

(u 1)x

x
x 

    
   

/
 

 οπόηε η f είναι παπαγωγίζιμη ζηο  , άπα είναι παπαγωγίζιμη  

                        ζηο  και 
f ( )

f ( ) f (1)
x

x
x

/ /
.( 3 ) 

          (ε 4 )      Η f / είναι ζςνεσήρ αν f (1) 0/
, ηόηε f ( ) 0x /

άπα  η f  

                         είναι ζηαθεπή , άηοπο , οπόηε  f ( ) 0x /
, άπα διαηηπεί  

                        ζηαθεπό ππόζημο . 

                        Έζηω ( f ( ))   ηο ζημείο επαθήρ ηηρ ( ) με ηη 
f
C  

                        ηόηε f ( ) 3 /
, άπα f ( ) 0x /

,  για κάθε x  

                        οπόηε η ζςνάπηηζη f  είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο   

          (ε 5 )     
f ( )

f ( ) f (1)
x

x
x

/ /
, f / παπαγωγίζιμη , οπόηε έσοςμε  

                        
(3)

2 2

f ( ) f ( ) f (1)(f (1) 1)f ( )
f ( ) f (1)

x x x x
x

x x

 
 

/ / /
// /

 

                        Αν f (1) 1 0 /
, ηόηε f ( ) 0 f ( ) C

x
x x


   // /

 

                       C 3 f ( ) 3 f ( ) 3 d d 2
x x

x x x
 
        /

 

                        Οπόηε f ( ) 3 2x x ,πος δεν επαληθεύει ηην ( 1 ),άπα 

                        f (1) 1 0 /
, f ( ) 0x //

και f / / ζςνεσήρ , άπα διαηηπεί  

                        ζηαθεπό ππόζημο , οπόηε η f  είναι ή κςπηή ή κοίλη ζηο   

                        Από ηην  ( 3 ) έσοςμε 
f (1)f ( )x x
/

 

                       Έζηω f κςπηή , ηόηε 
f (1)f ( ) 3 2 3 2 0x x x x     
/
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                        Έζηω  , με 
f (1)( ) 3 2 0 (1)x x x     
/

 

                        Οπόηε από Fermat  (1) 0 f (1) 3   / /
 

                        Όμοια αν η f είναι κοίλη f (1) 3/ , άρα 3f ( )x x  

                        Οπόηε η 
f
C είναι κςπηή ζηο   

 

 

 

 


