
 
      ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ  

ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                        1                                  Γ-ΛΤΚΔΙΟΤ 

         ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ                                              Κσλζηαληίλνπ . Κ . Υ 
     ΠΡΟΑΝΑΣΟΛΙΜΟΤ                  1                       Γ-ΛΤΚΔΙΟΤ          
                                                                                               
 
 

 

A   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

          f ( ) ( )x g x/
( 1 )θαη 

0
f ( )x   ( 2 ) λα βξείηε  

          ηνλ ηύπν ηεο. ( H g είλαη γλσζηή  θαη 
0
x γλσζηά ) 

ΑΠ1 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 
         

2f ( ) 3 4x x x/
( 1 )θαη 0f ( ) 4 ( 2 ) λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f . 

ελδεηθηηθή απάληεζε     
0

3 2 3 2f ( ) ( 2 ) f ( ) 2 C C 4
x

x x x x x x


      / /
,νπόηε  

3 2f ( ) 2 Cx x x   

ΑΠ2 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 
         f ( ) exx x/

 ( 1 )θαη 0f ( ) 2  ( 2 ) ,λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f . 

ελδεηθηηθή απάληεζε     

 Παξαηεξνύκε όηη ( e e ) e e e ex x x x x xx x x   /
    !!! !!!   

 νπόηε 
0

f ( ) ( e e ) f ( ) e e C C 3
x

x x x xx x x x


      / /
 

 άξα f ( ) e e 3x xx x    (είλαη εύθνιν πάληα λα παξαηεξνύκε; )
 

                          ΑΠ3 παξάδεηγκα (απίζαλν γηα εμεηάζεηο ) 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη
2f ( ) exx x/

 ( 1 ) 

 θαη 0f ( ) 2  ( 2 ) ,λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f .( Αόξηζηε νινθιήξσκα ) 

ελδεηθηηθή απάληεζε     

 Πξόρεηξν  
2 2 2 2e d (e ) d e ( ) e dx x x xx x x x x x x    

/ /
 

 
2 2e 2 e d e 2 (e ) dx x x xx x x x x x    

/
 

2e 2 e (2 ) e dx x xx x x x  
/ 2e 2 e 2ex x xx x 

 

 
Γηαηύπσζε Παξαηεξνύκε όηη

  
2 2( e 2 e 2e ) ex x x xx x x  / , άρα 

 
2 2f ( ) ( e 2 e 2e ) f ( ) e 2 e 2e Cx x x x x xx x x x x x      / /

 

 
γηα 0 C 0x    άξα 

2f ( ) e 2 e 2ex x xx x x 
 

( εάλ όκσο ην ρξεηαζηείο ρξεηζεκνπνηήζε ην ) 
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                          ΑΠ4 παξάδεηγκα (παξάγσγνο γηλνκέλνπ ) 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f θαη γηα θάζε x ηζρύεη όηη  

        f ( ) f ( )x x x x /
( 1 ) , λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

ελδεηθηηθή απάληεζε    

         
f ( ) f ( ) ( f ( )) ( ) f ( ) Cx x x x x x x x x x       / / /

 

0
f ( ) C C 0 f ( )

x
x x x x x x


       , κε 0x  έρνπκε 

f ( )
x

x x


 , όκσο ε f είλαη ζπλερήο ζην , άξα 
0

lim f ( ) f (0)
x

x


  

 
0

lim 1 f (0)
x

x
x


  , ηειηθά , 0f ( )

1 , 0

x
xxx
x









 

                            ΑΠ5 παξάδεηγκα      (παξάγσγνο πειίθνπ ) 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f θαη γηα θάζε x ηζρύεη όηη  

        
f ( ) f ( )

1
ex
x x


/

( 1 ) θαη f (0) 2 , λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

ελδεηθηηθή απάληεζε    

2

f ( ) f ( ) f ( )e f ( )e f ( )
1 1 ( )

e ee

x x

x xx

x x x x x
x

 
     

/ /
/ /

 

0f ( ) f ( )
C C 2 2 f ( ) e 2e

e e

x
x x

x x
x x

x x x x


           

                              ΑΠ6 παξάδεηγκα (παξάγσγνο δύλακεο ) 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f θαη γηα θάζε x ηζρύεη όηη  
        f ( )f ( )x x x/

( 1 ) θαη f (0) 2 , λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f  

ελδεηθηηθή απάληεζε    

         
2 2f ( )f ( ) 2f ( )f ( ) 2 (f ( )) ( )x x x x x x x x     / / / /

 

           
0

2 2 2 2f ( ) C C 2 f ( ) 2
x

x x x x


        , f ζπλερήο θαη 

          f ( ) 0x  κε f (0) 2 , άξα f ( ) 0x  2f ( ) 2x x    
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 Αζθήζεηο  Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f , όηαλ   

 Α1     f ( )x x x /
 θαη f (0) 2

        
(f ( ) 1x x x   ) 

Α2     
2

f ( )
1x

x
x 



/
 θαη f (0) 2

                        
(f ( ) ln( 1) 2x x   ) 

Α3     
2

f ( )
9

x
x

x




/
 θαη f (0) 2

                           
f ( ) 9 1x x    

Α4     f ( )x x x x  /
 θαη f (0) 2

                    
f ( ) 2x x x    

Α5     f ( ) f ( ) 4x x x/
 θαη f (0) 1 , f ( ) 0x 

       
2 23f ( ) (2 1)x x   

Α6     f ( ) 2 f ( )x x x /
θαη 2f ( ) 1 / , f ( ) 0x 

    
(f ( )x x ) 

Α7     
2

f ( )
f ( )

x
x

/
, f (0) 1 , f ( ) 0x                   (

23f ( ) (3 1)x x  ) 

Α8     
2

f ( ) f ( )x xx
/

, 1f ( ) 0 , f ( ) 0x                        (
2f ( ) (ln )x x ) 

     Α9   
3 22f ( ) f ( )x x x x x /

, 0x  , 1f ( ) 3        (
3 2f ( )x x x x   ) 

     Α10  
3 2

1 12
f ( ) f ( )x x
x x x

  /
, 0x  , f (1) 2 

  

2 ln
f ( )

x
x xx

 
| |

 

 Α11 f νξηζκέλε ζην 
f
[0, )   παξαγσγίζηκε ζην  (0, )     

          12f ( ) 4
x

x x /
, γηα θάζε (0, )x   θαη f (0) 4  

            
2f ( ) 4x x x    
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B   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

          f ( ) ( )f ( ) ( )x x x g x /
( 1 )θαη 

0
f ( )x   ( 2 ) λα βξείηε  

          ηνλ ηύπν ηεο. ( Οη g είλαη γλσζηέο θαη 
0
x γλσζηά ) 

          1. Πξέπεη ν ζπληειεζηήο ηεο f / λα είλαη 1( αλ όρη δηαίξεζε) 

          2. Βξίζθνπκε κηα αξρηθή  ηεο   

          3.  Οπόηε ε ( 1 ) γίλεηαη f ( ) ( )f ( ) ( )x x x g x / /
( 3 ) 

          4. Πνιιαπιαζηάδνπκε ηελ ( 3 ) κε 
( )e x

, νπόηε  

          5. 
( ) ( ) ( )e f ( ) e ( )f ( ) ( )ex x xx x x g x    / /

 , άξα  

          6. 
( )(e f ( )) ( )x x x / /

 ,   αξρηθή ηεο 
( )( )e xg x 

 

              (    Γηα ηελ ππνινγηζκό ηεο   ( ζε δύζθνιεο πεξηπηώζεηο 

                   ρξεηάδεηαη ην αόξηζην νινθιήξσκα )  

          7. 
( )e f ( ) ( ) Cx x x   , ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ( 2 ) θαη 

               ππνινγίδνπκε ην C   , νπόηε  

          8. 
( ) ( )f ( ) ( )e Cex xx x       

B Π1 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

         f ( ) 2 f ( ) 4x x x x /
( 1 )θαη 0f ( ) 4 ( 2 ) λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f .  

         3. 
2f ( ) ( ) f ( ) 4x x x x / /

  4  
2 2 22e f ( ) e ( ) f ( ) 4 ex x xx x x x / /

 

         6. 
22( f ( )) (2e )xx x / /

         

         7  
02 2

e f ( ) 2e C C 2
x

x xx


    , άξα 
2 2

e f ( ) 2e 2x xx         

         8  
2

f ( ) 2 2e xx    
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B Π2 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 
         f ( ) f ( )x x x x /

( 1 )θαη 0f ( ) 2  ( 2 ) λα βξείηε  

          ηνλ ηύπν ηεο f .  

                   3. f ( ) ( ) f ( ) 4x x x x  / /
   

                   4  e f ( ) e ( ) f ( ) ex x xx x x x  
   / /

 

                   6.  (e f ( )) ( e )x xx 
/ /

   

                   7    e f ( ) e Cx xx 
 

0
C 3

x
     

                        e f ( ) e 3x xx 
   , άξα 

         8    f ( ) 1 3e xx    

BΠ3 παξάδεηγκα 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 
         f ( ) f ( )x x x x /

( 1 )θαη 0f ( ) 2  ( 2 )  

         λα απνδείμεηε όηη  f ( ) 1 3e xx    ( Μπνξνύκε όπσο ζην BΠ2) 

ελδεηθηηθή απάληεζε   2 Σξόπνο 

        Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε g , κε 
1 f ( ) 1

( )
3 e x
x

g x 


 , (0) 1g    

         (λα ιάβνπκε ππόςε παξαλνκαζηήο δηάθνξνο ηνπ κεδελόο)   

        
1 f ( )e (f ( ) 1)e

( )
3 e

x x

x

x x x
g x

 






 
 

/
/

 

        
(1) 01 f ( ) f ( )

( ) 0 ( ) C
3 e

x

x
x x x x

g x g x



 


 

     
/

/
 

         
0
C 1 ( ) 1

x
g x


     f ( ) 1 3e xx    

 
         ρόιην   Αλ δελ βγεί ζπκπέξαζκα κε ηνλ 2 ηξόπν  ηόηε ζεσξνύκε  

                       1( ) f ( ) 3e xg x x 
  , (0) 0g  ηθαη πξνζπαζνύκε λα  

                       απνδείμνπκε όηη  ( ) 0 f ( ) 1 3e xg x x      
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BΠ4 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην γηα ηελ νπνία 

ef (0) 1 f ( 2) e   / .Να απνδείμεηε όηη ππάξρεη πξαγκαηηθόο  

         αξηζκόο   ώζηε f ( ) f ( )   /
   

                
         εδώ εξγαδόκαζηε ζην πξόρεηξν όπσο ζην BΠ2 κέρξη θαη ην 6   

                    Πξνζπαζνύκε λα «καληέςνπκε» ζπλάξηεζε ζηελ νπνία  
                    Να κπνξέζνπκε λα εθαξκόζνπκε ην Θ Rolle                                 

 

                   Πξόρεηξν     

                   3. f ( ) ( ) f ( ) 4x x x x  / /
   

                   4  e f ( ) e ( ) f ( ) ex x xx x x x  
   / /

 

                   6.  (e f ( )) ( e )x xx 
/ /

   

                   Γηαηύπσζε                     

         Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε g , κε ( ) e f ( ) ex xg x x  
 

         Γελ είλαη ππνρξεσηηθό λα εμεγήζνπκε πσο βξήθακε ηε g   

         Η g είλαη ζπλερήο ζην [0, ]
2
  θαη παξαγσγίζηκε ζην (0, )

2
  

         σο απνηέιεζκα πξάμεσλ κεηαμύ ζπλερώλ θαη παξαγσγίζηκσλ 

         ζπλαξηήζεσλ θαη 
2

(0) ( )g g  άξα ηθαλνπνηεί Θ Rolle . . .  

          Άζθεζε   Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο f , όηαλ  

B.1    3f ( ) f ( ) 2x xx /
, 0x   θαη f (1) 2          ( 

3f ( )x x x  ) 

B.2    3f ( ) f ( ) 2x xx /
, 0x   θαη f (1) 2          ( 

3f ( )x x x  ) 

B.3    2f ( ) 12 f ( ) 12x x x x /
, f (0) 1              ( 

23f ( ) 2e 1xx   ) 

B.4    f ( ) e f ( ) ex xx x /
, f (0) 2                       ( 

1 ef ( ) 1 e
x

x  ) 

B.5    f ( ) 2 f ( ) f ( ) 4 2x x x x x   /
, f (1) 3  ( 

2
f ( ) 2 ex xx   ) 

B.6    f ( ) 2f ( ) 6x x // /
, f (0) 1 4 f (1)  /

       ( f ( ) 3 1x x  ) 
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Γ   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

          f ( ) f ( ) 0x x  //
( 1 ),  θαη  f ( ) f ( )  / ( 2 )       

           λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο.  

          
f ( ) f ( ) 0 2 f ( )f ( ) 2 f ( )f ( ) 0x x x x x x        // / // /

 

         
2 2(f ( )) (f ( )) 0[ ] [ ]x x     / / /

 

           2 2(f ( )) (f ( )) 0[ ]x x    / /
 

            2 2(f ( )) (f ( )) C C 0
x

x x


     /
 

            2 2(f ( )) (f ( )) 0 f ( ) 0x x x    /
 

ΓΠ1 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

         f ( ) f ( ) 0x x //
 ( 1 ) θαη 0 0f ( ) 0 f ( )  /

( 2 ) λα βξείηε  

          ηνλ ηύπν ηεο f .  
ελδεηθηηθή απάληεζε    

 ( 1 )
 
2f ( )f ( ) 2f ( )f ( ) 0x x x x   / // /

   

        
2 2 2 2(f ( )) (f ( )) 0 (f ( )) (f ( )) 0[ ] [ ] [ ]x x x x      / / / / /

 

        

0
2 2 2 2(f ( )) (f ( )) C C 0 (f ( )) (f ( )) 0

x
x x x x


        / /

 

 
2 2(f ( )) 0 (f ( )) 0 f ( ) 0x x x     /

 

ΓΠ2 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g γηα ηελ νπνία ηζρύεη ( ) ( ) 0g x g x //
 ( 1 )    

0( ) 0g  ( 2 ) θαη 0( ) 1g / .Να αποδείξετε ότι ( )g x x .  

ελδεηθηηθή απάληεζε    

         Έζησ f ,κε f ( ) ( )x g x x  , f (0) 0 θαη f ( ) ( )x g x x / /
 

        f (0) 0/
,είλαη f ( ) ( )x g x x // //

, άξα f ( ) f ( ) 0x x //
 

 νπόηε ( ΓΠ1) f ( ) 0x  ( ) 0 ( )g x x g x x      
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ΓΠ3 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g γηα ηελ νπνία ηζρύεη ( ) ( ) 0g x g x //
 ( 1 )    

0( ) 1g  ( 2 ) θαη 0( ) 1g /
.Να απνδείμεηε όηη ( )g x x x  .  

ελδεηθηηθή απάληεζε    

         Έζησ f ,κε f ( ) ( )x g x x x     , f (0) 0  

         ηόηε  f ( ) ( )x g x x x  / /
, f (0) 0/

 

        f ( ) ( )x g x x x  // //
 , νπόηε f ( ) f ( ) 0x x //

 

         ( ΓΠ1) f ( ) 0x  ( ) 0g x x x       

        ( )g x x x    

ή 

        Έζησ  
2 2F( ) ( ( ) ) ( ( ) )x g x x x g x x x     /     

          F(0) 0  

        F ( ) 2( ( ) )( ( ) ( )) 0 F( ) Cx g x x x g x g x x      / / //
 

          
0

F( ) C C 0 ( )
x

x g x x x


       

          Αζθήζεηο   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε g , κε ( ) ( ) 0g x g x //
 

 Να απνδείμεηε όηη  
 

 Γ1     Αλ (0) 1g  θαη (0) 2g / , τότε ( ) 2g x x x    

 

        Γ2     Αλ (0) 2g  θαη (0) 3g / , τότε ( ) 3 2g x x x     

 

        Γ3     Αλ (0) 3g   θαη (0) 2g / , τότε ( ) 2 3g x x x    
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Γ   Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

              f ( ) f ( ) f ( ) ( )x x x x  // /
( 1 ), ( )x γνωςτή  

                 f ( ) , f ( )/  γλσζηά ( 2 )     

   Έζησ   κε    θαη   , ηόηε  

   ( 1 )
 
f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) ( )x x x x x     // / /

 

            f ( ) f ( ) (f ( ) f ( )) ( )x x x x x    // / /
 

      Έζησ g ,κε ( ) f ( ) f ( ) ( ) f ( ) f ( )g x x x g x x x    / / // /
 

      ηόηε ( ) ( ) ( )g x g x x /
, ( )g  γλσζηό ,από Β βξίζθνπκε  g

 

     
νπόηε ( ) f ( ) f ( )g x x x /

θαη πάιη από Β  βξίζθνπκε ηελ f  

ΓΠ1 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 

         f ( ) 4f ( ) 0x x //
 ( 1 ) θαη 0f ( ) 0 , 0f ( ) 1/

 ( 2 ) λα βξείηε  

          ηνλ ηύπν ηεο f .  
ελδεηθηηθή απάληεζε    

          (Βξίζθνπκε δύν αξηζκνύο κε γηλόκελν 4 θαη άζξνηζκα 0 ) 

          ( 1 )
 

4f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) 0x x x x     // / /
 

                   
2f ( ) f ( ) (f ( ) f ( )) 0x x x x    // / /

, έζησ g  , κε   

                   2 2( ) f ( ) f ( ) ( ) f ( ) f ( )g x x x g x x x    / / // /
, (0) 1g   

                   νπόηε 
2 2( ) 2 ( ) 0 e ( ) 2e ( ) 0x xg x g x g x g x     / /

 

                   
0

2 2(e ( )) 0 e ( ) C C 1
x

x xg x g x


     /
, άξα  

                   
2 2 2e ( ) 1 ( ) e f ( ) 2f ( ) ex x xg x g x x x       /

   

 
2 2 2 2 2e f ( ) 2e f ( ) e e 1 (e f ( ))x x x x xx x x x     / / /

 

                   άξα 
0

2 2e f ( ) C C 0 e f ( )
x

x xx x x x


        

                   
2f ( ) e xx x     
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ΓΠ2 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 
         f ( ) 3f ( ) 4f ( ) 0x x x  // /

 ( 1 ) θαη 0f ( ) 0 , 0f ( ) 1/
 ( 2 )  

          λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f .  
ελδεηθηηθή απάληεζε    

          (Βξίζθνπκε δύν αξηζκνύο κε γηλόκελν 4 θαη άζξνηζκα 3 ) 

          ( 1 )
 
f ( ) f ( ) f ( ) 4f ( ) 0x x x x     // / /

 

                   
f ( ) f ( ) (f ( ) f ( )) 0x x x x    // / /

, έζησ g  , κε   

                   ( ) f ( ) f ( ) ( ) f ( ) f ( )g x x x g x x x    / / // /
, (0) 1g   

                    νπόηε 
4 4( ) 4 ( ) 0 e ( ) 4e ( ) 0x xg x g x g x g x      / /

 

                   
0

4 4(e ( )) 0 e ( ) C C 1
x

x xg x g x


      /
, άξα  

                   
4 4 4e ( ) 1 ( ) e f ( ) f ( ) ex x xg x g x x x       /

   

                   
4 5e f ( ) e f ( ) e e ex x x x xx x    /

 

         
5 51 1

5 5
(e f ( )) ( e ) e f ( ) e Cx x x xx x    / / , για 0x   

           1
5

C  ,άξα 
5 51 1 1 1

5 5 5 5
e f ( ) e f ( ) e ex x x xx x       

ΓΠ3 παξάδεηγκα 

 Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f γηα ηελ νπνία ηζρύεη όηη 
         2f ( ) 3f ( ) 5f ( ) 0x x x // /

 ( 1 ) θαη 0f ( ) 0 , 0f ( ) 1/
 ( 2 )  

          λα βξείηε ηνλ ηύπν ηεο f .  
ελδεηθηηθή απάληεζε    

          (
23 4 2 ( 5) 49       , 3 7

4
1    θαη 3 7 5

4 2
     ) 

          ( 1 )
 

3 5
2 2

f ( ) f ( ) f ( ) 0x x x   // /
 

          
 

5 5
2 2

f ( ) f ( ) f ( ) f ( ) 0x x x x    // / /
 

                   
5
2

f ( ) f ( ) (f ( ) f ( )) 0x x x x   // / /
, έζησ g  , κε   

                   ( ) f ( ) f ( ) ( ) f ( ) f ( )g x x x g x x x   / / // /
, (0) 1g    

                    Όκνηα κε ΓΠ2 
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          Αζθήζεηο   Να βξείηε ηνλ ηππν ηεο ζπλάξηεζεο f , όηαλ  

          Γ1     f ( ) f ( ) 6f ( ) 6x x x // /
, f (0) 9/

θαη f (0) 1  

                                                                                 2 3f ( ) 3e e 1x xx    

          Γ2     f ( ) 4f ( ) 2x x  //
, f (0) 0 f (0) /

θαη f (0) 1  

                                                                                 
2 22 e e

f ( )
4

x x

x
 

  

          Γ3     f ( ) 4f ( ) 3f ( ) 12x x x // /
, f (0) 5/

θαη f (0) 1  

                                                                                  3f ( ) e 2e 4x xx     

          Γ4     f ( ) 3f ( ) 2f ( ) 2x x x // /
, f (0) 3/

θαη f (0) 0  

                                                                                22f ( ) 1 e ex xx     

          Γ5     f ( ) 3f ( ) 4f ( ) 6x x x x // /
, f (0) 6 /

θαη f (0) 12  

                                                                                       f ( ) 6 12e xx x    

          Γ6     f ( ) f ( ) f ( ) 0x x x // /
, f (0) 1/

θαη f (0) 1  

                                                                                           

5 1
2f ( ) e
x

x


  

 

 

 

 

  


